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^ 1. E nota la stretta analogia che corre fra la tecria cine- 

matica délia composizione dei moyimenti e quella statica délia 
composizione délie forze. 

Se rappresentasi ciascana rotazione componente il moto ele- 
mentare d'un sistema rigido con un segmento s del corrîspondente 
asse di rotazione, proporzionale alla velocità angolare e direito 
per tal verso che una persona, distesa su di esso coi piedi alla 
sua origine ed il capo ail' estremo, reda arvenire la rotazione per 
un determinato rerso, e, considerati questi segmenti s corne indi- 
yiduanti altrettante forze sollecitanti un sistema materiale rigido, 
si détermina quai si yoglia sistema di forze équivalente a quelle 
definito dai segmenti s ; se in seguito i segmenti Si indiyiduanti 
le forze di quest'altro sistema s'interpretano come rappresenta- 
zioni d*altrettante rotazioni elementari, il nuovo sistema di rota- 
zioni che cosi si ottiene équivale al sistema di quelle definite dai 
segmenti s. 

Segue che tutti i metodi che si adoperano per comporre le 
forze sono senz*altro applicahili alla composizione dei moti ele- 
mentari (che sempre si possono ridurre a rotazioni infinitesime) ; 
di qui- la principal ragione per cui, con vantaggio in omogeneità 
di trattazione, in alcuni corsi di meccanica razionale alla teoria 
délia composizione dei movimenti ed a quella délia composizione 
délie forze si fa precedere la teoria geometrica dei segmenti, la 
quale appunto in quelle trasformasi quando le grandezze astratte 
r^ segmenti si considerano successivamente come individuanti roia- 

eioni infinitesime oppure forze. 

^ 2. Avendosi a comporre più forze parallèle, jp, non compiane, 

è noto che puô operarsi come segue: assunti a punti d'appli- 

^'> cazione délie forze (fig. 1*) i punti d'incontro P délie loro linee 

d'azione con un piano tt, si ribaltano le forze p, conservandole 

i * E, Ovazza. 
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4 ELIA OYAZZi 

parallèle, attomo aï rispettîvî punti di applicazione sul piano n 
in una direzione arbitraiia /; si coUegano le forze pg, che risul- 
tano dal ribaltamento, con un poligono funicolare : la retta r^ con- 
dotta in direzione / pel piinto comune ai lati estremi di questo 
poligono passa pel punto d'incontro col piano n délia risultante 
délie forze p. Fatto il ribaltamento in un'altra direzione m 
sul piano ;:, si ottiene un' altra retta r^ su cui dere giacere il 
punto 0, che resta cosi determinato. Applicata in nella direzione 
délie forze p una forza r d'intensità eguale alla somma alge- 
brica Ip délie intensità délie componenti, r è la risultante cercata. 
La stessa costruzione puô applicarsi per anaJogia alla com- 
posizione di più rotazioni elementari attorno ad assi paralleli. In 
questa nota ci proponiamo di attribuire a taie costruzione signifia 
cato puramente einematico, sicchè per spiegarla non occorra risalire 
a teoremi délia statica con eridente giro yizioso, chè dal concetto 
di moTimento si risale a quelle astratto di forza, non yiceversa. 

3. Se il moto d'un eistema rigido è risultante di più rota- 
zioni attorno ad assi aventi tutti egual direzione p^ esso ayriene 
parallelamente ai piani la cui giacitura è normale alla direzione p, 
ed è quindi perfettamente determinato quando lo sia il moto d'una 
sezione fatta nel sistema materiale da un piano n arente taie 
giacitura, moto che ayyiene sul piano tt medesimo. Perciô noi ci 
limiteremo a considerare per sistema materiale invariabile una 
figura piana mobile in un piano normale agli assi délie rotazioni 
elementari componende. 

4. Un sistema piano inyariabile a muoyasi nel proprio piano rr, 
considerato fisso, con moto elementare rotatorio attorno al punto 
{na)j centro d'istantanea rotazione, ossia attomo all'asse normale 
al piano tt condotto pel punto (non): e dei singoli punti A del 
sistema a si proiettino ortogonalmente le yelocità su di una di- 
rezione l giacente nel piano n ; le proiezioni che cosi si ottengono 
si diranno in seguito velocità dei punti k in direzione L Per 
tutti i punti del sistema mobile^ che giacciono sopra una stessa 
retta di direzione l tali velocità in direzione l sono eguali {*) , 



(*) Questa relazione pu6 anche dimostrarsi corne segue: Sia D il piede 
délia normale abba&sata su una tal retta l dal centro [nx) (flg. 2}, DD' la ve- 
locità eilettiva del punto D (diretta secondo Z), AÀ' la velocità effettiva di un 
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^seado taie retta invariabile al pari del sistema cai essa appar- 
tiene ; per la quai cosa si conoscerà il valore délia velocità se- 
condo l di un punto qualunque del sistema ce quando si conoscano 
i valori di tali velocità per tutti i punti d'una retta non parai* 
lela ad 2 , p. es. di una normale X ad /. Condotta tal retta a 
pel centre (t: a) d'istantanea rotazione , le velocità effettive dei 
suoi punti hanno direzione l e quindi coincidono con le velocità 
dei medesimi punti in direzione L Siccome per altro tali velocità 
effettive sono proporzionali aile distanze dei punti corrispondenti 
dal centre (na), condotte pei punti A délia retta X segmenti A A' 
eguali aile velocità di tali punti, il luogo degli estremi A' ë una 
retta k' incontrante la retta X nel punto (nu). 

Lo spazio angolare compreso fra le due rette X e X' prende 
il nome di diagramma délie simultanée velocità in direzione l 
pei punti del sistema per rispetto al piano n. Note questo dia- 
gramma infatti, la velocità di un punto qualunque B del sistema a, 
valutata in direzione /, ë data dal segmente B, B' intercetto dalle 
rette X e X' sulla retta condotta per B in direzione 1. Ed anzi 
questo diagramma definisce in grandezza, direzione e verso la ve- 
locità effettiva di ciascun punto B del sistema: la direzione è 
quella B b délia normale per B alla congiungente il punto B coi 
centre [n a) , la grandezza ed il verso sono qiielli del segmente 
B, B^ cite si détermina conducendo a jB 6 la parallela B B^ e 
da B' la parallela JB'J5, a X (*). 



altro pnnto Â qaaianqae di l, ed AÂ^ la proiezione ortogonale di A A' bu l. 
Si ha per nota proprietà del moto rotatorio: 

dTv aT , 



{na)D (7ta)A 

«laendo » la velocità angolare délia rotazione. Ma dai triangoli (iia)DA ed 
A A4 A' âimili si ha: 

ÂÂ^ AT 

Qaittdi AA4=:DD'=costante qualanque sia il punto A Bcelto sulla retta (, 
Gfr. anche W. Schbll, Théorie der Bevegung und der Krdfte. Leipzig, 

1879, vol. 1, pag. 287. — Burhbstjsr, L^hrbuch dêr Kinemalik ^ parte 1*. 

Leipzig, 1887. 

(*) Cfr. BuRMBSTBR, 1. c. — Land , Kinematische Théorie der statisch 

hestimmten Tr&ger — Zeilschrift der ôsterr. ArchiletteH- und Ingénieur- 

Vereins, 1888. 
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5. Condotta in direzione l (supposta yerticale per semplicità 
di esposizione) una retta a distanza 1 dal panto (na)^ il seg- 
mento w^o. intercetto su di essa dalle rette À e X' è la yelocità 
angolare pel moto rotatorio considerato (yelocità dei panti a di- 
stanza 1 dal centro di rotazione). Se consideransi positiye le 
rotazioni che ayyengono nel senso délie lancette deirorologio, ed 
il segmente gj, s). si conyiene di misurarlo sempre a destra del 
centro (n a) con origine sja sulla retta X , taie segmente è diretto 
al di sopra od al di sotto délia retta X secondochè la rotazione 
ë negatiya oyyero positiya. 

6. Il diagramma XX' non cessa di fornire con le sue ordinate 
lette in direzione l i yalori délie yelocità dei punti del sistema a 
yalutate in direzione l quando lo si faccia scorrere rigidamente 
nella direzione / medesima, sicchè il yertice (XX') troyisi sempre 
sulla parallela ad l pel punto (rr a) ; chè anzi esso puô , senza 
perdere taie sua proprietà, defonnarsi yariando le direzioni délie 
rette X e X' purcbè il diagramma XX' nella sua primitiya posi- 
zione e quello deformato iutercettino su ciascuna di due rette 
qualunque di direzione l due segmenti eguali in grandezza e 
yerso {*). Segue che il diagramma XX', quando assumasi X' per 
fondamentale, è pur anco il diagramma délie simultanée yelocità 
in direzione l pei punti del sistema piano n se questo rota at- 
tomo al punto (na), restando fisse il sistema piano ce, 

7. Si considerino ora più sistemi piani rigidi a^ , a^,... ot^^ ... a„, 
mobili nel piano comune n ; si disegni per ciascuno di essi il dia- 
gramma, relatiyo ad uno stesso istante, délie yelocità simultanée 
in direzione /, e trasportinsi i diagrammi cosi risultanti , senza 
deformarli, in direzione l finchè abbiano una comune fondamen- 
tale >,. Otterremo un diagramma complesso costituito da tante 
rette X', , X'^, ... X'^ , ... X'„ quanti sono i sistemi mobili, diagramma 
che possiamo indicare col nome di diagramma délie velocità si- 
multanée in direzione l pel moto elementare considerato sul 
piano n del sistema variabile costituito dai sistemi inyaria- 
bili ot^ , a, 9 - • • c^i , • . . (x„ . 

Questo diagramma ha ordinate nulle suUe rette di direzione l 



{*) In altre parole i due diagrammi devono essere afjfini con asse d'affi- 
nità una retta di direzione l e centro di affinità ail' infini to su /. 
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passanti pei panti (Tra^), centri d'istantanea rotazione pei moti 
dei eistemi a,- rispetto al piano tt fisso. Di più siccome il panto 
(a^a^), centro d'istantanea rotazione pei moto relativo di due qua- 
lunque, 0L^ ed a,.^ dei sistemi mobili, non cessa di appartenere 
ad ambo questi sistemi durante il moto elementare considerato, le 
rette \ e \ deyono intercettare a partire dalla fondamentale >,, 
segment! eguali sulla retta di direzione l passante pei punto 
{pf^fiL^ ; vale a dire su questa retta deyono intersecarsi le rette 
\ e \ dei diagramma. 

8. Se osseryasi che con \ puô considerarsi coincidente la 
retta X',, diagramma délie yelocità dei punti dei piano fisso tt, 
questa seconda relazione, che lega la posizione dei punto d'in- 
contro di due délie rette X', , X'^, . . . X'^, . . . X'„ qualunque con 
quella dei centro d'istantanea rotazione pei moto relatiyo dei 
sistemi piani corrispondenti, comprende come caso spéciale Taltra 
relazione enunciata circa la posizione dei punti d'incontro délie 
rette X', , X 'j, ... X'^, ... X„' con la fondamentale X,. Vha di pià: 
in yirtù di quanto si disse a num. 6, il complesso délie rette 
X'i, X'^,. . . X/,.. . X'„ e X, funziona ancora da diagramma délie 
yelocità in direzione l pei sistemi a, , «^ , . . . a, . . . a„ e n ri- 
spetto ad uno qualunque di tali sistemi, purchè si assuma a fon- 
damentale la retta X'^- corrispondente a quelle ol^ dei sistemi che 
considéras! fisso. Fer la quai cosa al complesso délie rette X', « 
X', , . . . X' j , . . . X'„ e \ puô darsi il nome di diagramma délie 
simultanée velocità in direzione l dei punti dei sistemi piani a, , 
a^,.. . «1 , . . . a„ e 7r pei moti elementari di questi sistemi per 
rispetto ad uno qualunque di essi, considerato immobile. 

9. Consideriamo ora un complesso di tali sistemi piani : a^ , 
«i+ii «..iSfr-i» ûc^- 11 moto elementare dei sistema a^ relatiyo al 
sistema a^ puô considerarsi composte dei moti elementari di ciascuno 
di tali sistemi relatiyamente al précédente. S*immagini disegnato 
il diagramma X/ , X'^^,, ...X',^, e X/ délie yelocità in direzione l 
dei punti di tali sistemi pei moti relatiyi di questi per rispetto 
ad uno qualunque di essi. Le rette X/, X',^,, ... X'^_, e X/ costi- 
tuiscono una poligonale, di cui i punti d'incontro dei lati suc* 
cessiyi X/ e X',^, , X'^^, e X'j^.j,...X'^_, e X^ stanno sulle rette Pi in 

direzione l condotte pei centri («^«1+,), («g+i a,+J,....(ar-i ^Cr) 
d'istantanea rotazione pei moti relatiyi dei sistemi considérât! a 
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due a due succes&iyâmente. Di più se a destra ed a distanza 1 
da ciascano, ().,X,^,), di tali punti d'incontro dei lati succes- 
sm délia poligonale e nella direzione l ei misura la ordinata 
intercetta fra le rette "kj e X',^, intersecantisi in quel punto, cia- 
scuna di queste ordinale è la yelocità angolare ^j^^^., pel moto 
relatiro dei sistemi a, ed a,^., . Condotte da un polo P le paral- 
lèle iJ,i,fi,^,,. . . fj.^_, e p.^ aile rette >/,X',.^,, . . //^, e )/, e 
secate queste parallèle mediante una retta di direzione l distante 
di 1 da P, il segmente ^! Oi ^^^ intercetto fra due rette [i, 
e /x,^, successiye è eguale al segmente û),i),^, ; per la qualcosa 
la poligonale V^t+i • • • ^ r-i ^r P^^^ ^î^^si Mwpoligono funicolare 
collegante le yelocità angolari ans^s+i condotte in direzione l pei 
oentri (^,ot,+,) d'istantanea rotazione dei moti componenti; esso 
inf&tti si costruisce da tali yelocità siccorae si costruisce un poli- 
gono funicolare collegante un sistema di forze parallèle propor- 
zionali a tali yelocità ed agenti seconde le rette Pi considerate. 

Il centre d' istantanea rotazione pel moto composte, cioè pel 
moto dei sistema a^, rispetto aU'û^,-, doyendo essere un punto dei 
sistema a^ che ha yelocità nulla rispetto al sistema a^, deye 
troyarsi suUa parallela r^ ad l pel punto d'incontro dei lati 
estremi X/X/ dei poligono funicolare. 

Se quindi, condotte le yelocità angolari û),Gi),^., dei moti com- 
ponenti pei oentri (a^a^^,) in altra direzione m sul piano n, si 
coUegano con un altro poligono funicolare, se cioè si costruisce 
il diagramma délie yelocità pei moti elementari dei sistemi (Xi , 
^1+11- •• ^n yelocità misurate in direzione m diyersa da 2, si 
ottiene un*altra retta r„ analoga alla r, (condotta in direzione m 
pel punto comune ai lati estremi dei nuoyo poligono funico^ 
lare) che deye passare pel centre d'istantanea rotazione pel 
moto composte, centro che yiene in tal modo ad essere deter- 
minato. Condotta per la normale al piano tt, si ha Tasse 
délia rotazione risultante; la yelocità angolare cj^o)^ di tal rota» 
sdone è, corne risulta dalla figura, eguale alla somma algebrica 
délie yelocità angolari 6>,c>>f+i pei moti componenti. 

10. Besta cosi troyata in yia puramente cinematica la costruzione 
che a num. 2 ayeyamo esposta per analogia con quella che yale per 
la composizione di forze parallèle. Termineremo la présente Nota 
dimostrando ancora in yia cinematica teoremi fondamentali rela- 
tiyi ai poligoni funicolari, che si sogliono in Statica dimoetrare 
per yia geometrica e per yia meccanica. 
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11. Se per costraire il diagramma délie yelocità in direâone l 
pel complesso dei sistemi invariabili a^,a,^., ,. . .a,^, ,a^ corne 
poligono funicolare collegante le yelocità angolari pei moti relatifi 
di tali sistemi a due a due, si assume un altro polo P, snlla 
parallela ad l per il primo polo assunto P, si ottiene un altxo 
poligono ^/"X",^,. . .y^r-t V ^^^ che due lati successivi V'X''*+i 
hanno direzioni diverse da quelle dei corrispondenti latiV>X"i+i 
del primo poligono; ma queste due coppie di rette intercettano 
eguali segmenti sopra ogni retta aven te direzione l; quindi il 
nuOYO poligono funicolare, per quanto si disse al num. 6, è ancora 
diagramma délia yelocità in direzione / pel sistema considerato 
e serye per conseguenza ancora alla composizione délie rotazioni 
elementari gj,6)^^, ; in altre parole: 27 polo del poligono funico- 
lare pud senz'inconvenieute spostarsi in direzione L 

12. Se ora osservasi che la scala délie lungbezze (in cui ya 
misurata la distanza polare d del poligono funicolare, è indipen- 
dente da quella délie yelocità, potendosi questa yariare senza 
yariare quell'altra solo coirassumere una diyersa unità di tempo, 
deducesi che il polo P puo pure spostarsi in direzione nor- 
male ad l . 

Laonde il polo P pud spostarsi comunque sul piano n. 

13. S'immaginino due diagrammi délie yelocità in direzione 7, 
riferentisi ad uno stesso moyimento elementare dei medesimi si- 
stemi a, ma costrutti con diyersi poli P e P^. Perché il centre 
((x.^OL^ d'istantanea rotazione pel moto relative di due dei sistemi 
considerati, a^ ed a^, è indipendente dalla scelta dei poli, sulla 
retta di direzione l condotta pel punto (^, a^ deyono incontrarsi 
i lati X/, >/ del poligono funicolare relative al polo P ed i lati 
X/', X/' del poligono funicolare relative al poloP^, onde puô 
enunciarsi: Variando i poli, variano i corrispondenti poligoni 
funicolariy per modo che il punto d'incontro di due lati cor^ 
rispondenti a due determinati, ma del reste qualunque, sistemi 
«i ed «^ percorre una retta di direzione L 

14. Sieno X/XJ...XV-, X/ e X/'X/'... X"^_,\.'' due poligoni fu- 
nicolari relativi aile stesse yelocità angolari "^^^^ (û^eo,,... cOr-iCOrf 
costrutti con due diversi poli P' e P". Prolunghisi la retta con- 
giungente P' con P" fine ad incontrare nel punto 0)^ la retta 
délie yelocità (o, w, , (o,a), , . . . , ^ôiZ^r »• ® P^l pnnto X /X/' d' incontro 



